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Introducao a Regressao Linear Multipla

A regressao linear multipla € uma técnica estatistica que permite analisar a relacao entre uma variavel
dependente (Y) e multiplas variaveis independentes (X).

Anexo A

Y = XB + & com E(g)=0, Var(g)=02I
A.3 Testes de Significancia
Onde:
A.3.1 O nivel de significancia maximo admitido nos demais testes
Y € o vetor da variavel resposta estatisticos (aqueles ndo citados na Tabela 1) ndo deve ser superior a
10%.
A.3.2 A significancia de subconjuntos de parametros, quando
pertinente, pode ser testada pela analise da variancia por partes.
A.3.3 Os niveis de significancia utilizados nos testes citados em A.3
€ S30 Os erros aleatodrios serdo compativeis com a especificacdo da avaliagao.

X € a matriz de variaveis preditoras

B € o vetor de parametros a estimar

A qualidade do modelo depende da selecao adequada de variaveis e da verificacao dos pressupostos
estatisticos.
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Por que selecionar variaveis? -

Desafios: e

Overfitting vs underfitting (equilibrio viés-variancia)
(High bias error)

Interpretabilidade e custo de medicao

Multicolinearidade e estabilidade dos coeficientes >

Objetivos conflitantes: o

v

Maximizar informacao explicativa

Minimizar numero de variaveis (simplicidade e generalizacao) Lga.anc:be$we;r;
Estratégias:
Critérios de informacao (AIC, BIC, R? ajustado) bt :5",.":".". ;
¢! i
Validacao cruzada para avaliacao de desempenho '.;,:x,~_~-‘.m;? |

v

Conhecimento substantivo da area de aplicagao

( High variance error)
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Forward Selection (Selecao Progressiva)

Ideia principal: Comecar com modelo vazio e adicionar
variaveis uma a uma.
Algoritmo:

Iniciar comm modelo sem variaveis explicativas

Adicionar a variavel com maior correlagao com Y

Testar significancia (teste F ou p-valor)
Adicionar a proxima variavel com maior correlagcao parcial

Parar quando nenhuma nova variavel for significativa

Vantagens:
Funciona quando numero de variaveis > amostra

Computacionalmente eficiente

Limitacoes:
N&o considera efeitos conjuntos entre varidveis

Pode ignorar colinearidade entre preditores

Modelo Inicial com uma variavel

Identificar variavel com maior
correlagdo com Y

|

- >
p-valor |

limiar

i Nzo

Sim
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Modelo final com apenas variaveis
significativas
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Backward Elimination (Eliminagcao Regressiva)

Ideia principal: Comecar com modelo completo e remover variaveis uma a uma.

Algoritmo:

Modelo completo com todas as

Iniciar com modelo contendo todas as variaveis A
variaveis

Identificar a varidvel menos significativa (maior p-valor)

Remover se p-valor > limiar (Graus de Fundamentac&o / Precisdo)

Reajustar modelo e repetir o processo - y )
Identificar variavel com maior p-valor

Parar quando todas as variaveis forem significativas

Vantagens:
Considera efeitos conjuntos entre varidveis T Sim
Melhor para lidar com multicolinearidade limiar
Indicado quando ha teoria prévia para inclusao de varidveis \l/ -
ao
Limitag6es: Modelo final com apenas variaveis

. . o significativas
Requer que numero de observacdes > varidveis

Computacionalmente mais intensivo para grandes conjuntos
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Stepwise Regression (Método Misto)

Ideia principal: Combina adi¢cdes (forward) e remocdes
(backward) em um processo iterativo.

Modelo inicial

PROCESSO STEPWISE

Algoritmo: i ini
g (vazio ou minimo) REGRESSION
Inicia com modelo vazio ou com variaveis de controle l
Adiciona variavel mais significativa (Forward) Adicionar variavel mais
significativa (forward)
Reavalia significancia de todas as variaveis ja no modelo . ¢ J

Remove variaveis que perderam significancia (Backward) ..
Testar significancia de

Repete ciclo até estabilidade (nenhuma adicao/remocao) —> todas as variaveis
Vantagens: i :
9 Si Alguma variavel perdeu Si n?:r':g:‘;?;:iaf;éz‘:?\:a
. - A . ., L, . i S A .
Avaliacdo dindmica das varidveis ja incluidas m a significancia? D
Mais eficiente que "best subset" para muitas variaveis i Nao
Ainda existem variaveis
. significativas para
Cuidados: adicionar?
Instabilidade na selecao de variaveis ‘
Coeficientes e p-valores enviesados Modelo Final Stepwise

N&o substitui conhecimento tedrico do dominio
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R2 e R2 Ajustado

Coeficiente de Determinacao (R?)

R2 =1- SQRes/SQT
SQRes = Soma dos Quadrados dos Residuos
SQT = Soma Total dos Quadrados

Coeficiente de Determinagao Ajustado
R2Ajustado =1 - [(n-1)/(n-p)] x (1-R2)
N = numero de observacdes

p = Nnumero de parametros (incluindo
intercepto)

Importante: Enquanto R? sempre aumenta (ou permanece igual)
ao adicionar variaveis, o R?Ajustado penaliza a inclusao de
variaveis ndo significativas.

Interpretacgao:

R2 mede a propor¢ao da variancia explicada pelo modelo
R2? varia de O (péssimo ajuste) a 1 (ajuste perfeito)

COBREAP

Uso na selecao de modelos:

Compare modelos com as mesmas variaveis dependentes

Quando comparar modelos com diferentes nimeros de
preditores, prefira R?2Ajustado

R2?Ajustado pode diminuir se variaveis irrelevantes forem
adicionadas

Limitacdes:

Valor de R2

Nao mede validade preditiva fora da amostra
Sensivel a outliers e observacdes influentes

Afetado por problemas de multicolinearidade

Comportamento do R? vs. R? Ajustado
10

0.8
0.6
—_—
0.4
0.2
0
1 2 3 4 ] i 7 8

Nidmero de variaveis no modelo

R [ ReAjustado
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AIC, BIC e Cp de Mallows

Critérios de informacao: Balanceiam a qualidade do

ajuste com o nimero de parametros. Comparagao entre critérios:
AIC = -2log(L) + 2p Moderada Qualquer tamanho
AIC = n log(SQRes/n) + 2p
BIC p-log(n) Alta Grandes (n>100)
BIC (Bayesian Information Criterion):
Cp 2p Moderada Qualquer tamanho
BIC = -2log(L) + p-log(n)
o A i i :
BIC=n Iog(SQRes/n) + p-Iog(n) R2 Ajustado  (n-1)/(n-p) Baixa Qualquer tamanho

Principais diferencas:
Cp de Mallows: ) )
BIC penaliza mais modelos complexos
Cp = SQRes/62 - (n - 2p) BIC favorece modelos mais simples que AIC
L. Cp considera explicitamente o viés do modelo
Objetivo: o o
Consisténcia assintotica: BIC > AIC
Minimizar AIC e BIC

Cp proximo a p indica modelo nao enviesado
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AIC modificado com Matriz Jacobiana

Problema: AIC padrdo ndo permite comparar modelos Exemplos de ajustes Jacobiano:
com diferentes transformacdes na variavel resposta.
Transformacéao Jacobiano Ajuste ao AIC
Por qué? Transformacdes alteram a escala da 4 ‘
verossimilhanca, tornando AICs incomparaveis. log(Y) i +2 x log(Yi)
. : Y/X1 /X1, +2 x Slog(X1,i
Solugao: Ajuste Jacobiano ! X 2log(X1)
AlCajustado = AlCoriginal + 2 x Ji=1n log|Ji| VY V(2vYi) 2 x 3log(2v/Yi)
Onde Ji € a derivada da transformac&o em relacao a yi Box-Cox (A) (Yi+c)A-1 +2 x 3 (A-T)log(Yi+c)

Principio: Retorna a escala original dos dados, )
permitindo comparacéo justa entre: Exemplo aplicado:

.. N Modelo 1. Y ~ X1 + X2 (AIC =157,3)
Modelos com variavel resposta sem transformacdo

Modelo 2: log(Y) ~ X1 + X2 (AIC = 42,8)
Modelos com diferentes transformacdes (log, razao, Box-Cox) ) ]

AIC ajustado do Modelo 2: 42,8 + 2 x Slog(Yi) =148,5
Modelos com transformacdes dependentes de variaveis

. Conclusdo: Modelo 2 é melhor (148,5 <157,3)
independentes

Quando usar: . . )
Importante: Sem ajuste Jacobiano, estariamos erroneamente
Selecdo de modelo + selecao de transformacao simultaneas comparando valores em escalas diferentes, levando a

~ . conclusdes equivocadas sobre qual modelo é superior.
Comparagao entre modelos com diferentes escalas
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Teste F e ANOVA do Modelo

Hipoteses: HO: 1 =B2 = ... = Bp-1= 0 vs HI: pelo menos um Bj 0

O teste F avalia a significancia conjunta de todos os parametros, determinando se o modelo como um todo explica a
variabilidade da resposta.

Tabela ANOVA Distribuicao F
Fonte de oL . oM . o — [/ pistribuicao F(5,30) [__] Regiao de Rejei¢io (a=0.05)
Variagcdo valor
0.0005
Regressao  k  SQReg  SQReg/k QMReg/QMRes Eé';;
0.0004
Residuo n—]k— SQRes SQir:e]s)/(n— - - % 0.0003
a
Total n-1 SQTotal - - - 0.0002
Decisdo: Rejeitar HO se Fobs > Fcritico ou p-valor < a 0.0001
Interpretacao: Um F significativo indica que pelo menos uma 0
variavel independente contribui significativamente para o 0 B C °
modelo. Valor F

Selecao de modelos de regressao linear multipla e testes estatisticos sugeridos
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Pressupostos do Modelo e Consequéncias

1. Linearidade 2. Normalidade dos Residuos

Relacao linear entre preditores e variavel resposta Erros aleatérios com distribuicdo normal
Consequéncia} Previsées enviesadas[subestimacdo ou Consequéncia: Testes t e F invdlidos; ICs imprecisos
superestimagdo

~ B Corregao: Transformacao de variaveis; bootstrap
Correcao: Transformacgdes (log, Box-Cox).

3. Homocedasticidade 4. Independéncia

Variancia constante dos erros Auséncia de autocorrelagdo nos residuos
Consequéncia}Estimadores ineAcientes-testes estatisticos Consequéncia: Subestimacdo dos erros-padrao, inflagao do R?
inexatos

) Correcgdo: erro-padrao robusto
Correcgao: erro-padrao robusto (Park, White)

5. Auséncia de Multicolinearidade 6. Auséncia de Pontos Influentes

Preditores nao altamente correlacionados Observacdes ndo devem ter influéncia desproporcional

ConsequéncialCoeAcientes instaveis-erroszoadré o indacionados Consequéncia: Distorcdo nos coeficientes; resultados néo

Correcao: remover/combinar varidveis generalizavels

Correcao: Regressao robusta; analise de influéncia; validagdo
cruzada
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Teste RESET de Ramsey (Especificacao do Modelo)

Objetivo: Detectar erro de especificagao funcional Teste estatistico:

Como funciona: Verifica se combinacdes nao lineares das
variaveis explicativas ajudam a explicar a varidvel resposta. F = [(R?2novo - R2original)/ql/[(1 - R?2novo)/(n - p - 9)]

Procedimento: g = nUmero de termos adicionados (k-1)

n = tamanho da amostra
Obtenha os valores ajustados (§) P = NnUmero de parametros no modelo original

Ajuste o modelo original: Y = XB + ¢

AN Y -2 O3 .
Inclua poténcias de ¥y no modelo: §?, 3, etc. Interpretagéo:
Teste se os coeficientes dessas poténcias sao zero

p-valor < 0,05 » rejeita Ho » ma especificacao
Modelo auxiliar:

p-valor = 0,05 » nao rejeita Ho » bem especificado
Quando usar:

Y=XB+yiy? +y2§® + .+ yeaYk t e

Hipéteses: Verificar linearidade da forma funcional
Ho! Y1 = Y2 = .. = yie1 = O (bem especificado) Apos ajuste inicial do modelo
H.: pelo menos um y # O (m3 especificacio) Antes de fazer inferéncias dos parametros
Limitacodes:

Nota: Rejeitar Ho pode indicar variaveis omitidas, transformacoes

necessarias (log, raiz) ou termos de interacao faltantes. Indica problema, mas nao sua solugado especifica

Sensivel a presenca de outliers
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TranSformagéo Box-Cox Transformagdes comuns:

Valor de A Aplicacao tipica
Objetivo: Transformar variavel resposta nao-normal

para: -1 /A% Assimetria positiva forte
Aproximar da distribuicdo normal -0,5 1Y Valores muito dispersos
Estabilizar a variancia (homocedasticidade) . )
) ) 0 log(Y) Crescimento exponencial
Melhorar linearidade nas relacdes
C L. 0,5 Y Contagens, dados Poisson
Definicao matematica: v °
1 Y Ja normal (sem transformacao)
T,(Y)=(Y*-1)/A, ser 20
S . . .
T,(Y) = log(Y), se A= O 2 Y Assimetria negativa moderada
Quando usar: Vantagens:
Residuos nao-normais no diagnostico Familia parameétrica com interpretacao clara
Variancia nao constante (heterocedasticidade) Selecdo objetiva por maxima verossimilhanca
Teste RESET indicando nao-linearidade Inclui transformacdes tradicionais como casos especiais
Falta de ajuste mesmo apds incluir termos polinomiais .
! P P Cuidados:

Requer Y > O (aplicar deslocamento se Y < 0)

Importante:
Para comparar modelos com diferentes transformacdes, aplique Verificar normalidade apds transformacao
ElEEdeEelsiEn® £ /AIE (Bleeamisier) Considerar interpretabilidade pratica

Para valores de A muito distantes de 1, considerar outros modelos
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Regressao Linear
Tabela 1- Fundamentacao

modelo através do teste F de Snedecor

.~ Grau
Item Descrigao
111 11 |
Completa quantoa  |Completa quanto as = . «
1 Caracterizagéo do imével avaliando todas as variaveis variaveis utilizadas no As;%aiorg: situagdo
analisadas modelo P 9
Nivel de significancia (somatorio do valor
das duas caudas) maximo para a rejeigao
5 dus ) p ieig 10% 20% 30%
da hipotese nula de cada regressor (teste
bicaudal)
Nivel de significancia maximo admitido
6 para a rejei¢ao da hipétese nula do 1% 2% 5%

A.3 Testes de Significancia

A.3.1 O nivel de significancia maximo admitido nos demais testes estatisticos
(agueles ndo citados na Tabela 1) ndo deve ser superior a 10%.

A.3.3 Os niveis de significancia utilizados nos testes ciados em A.3 serdo
compativeis com a especificacdo da avaliacao.

Limiar - Testes de Significancia

Define-se matematicamente as hipodteses H, e
H, mutuamente exclusivas e exaustivas.
Constréi-se uma regido de rejeicao fixando a
probabilidade do Erro Tipo I. A partir de regiao
de rejei¢do sera tomada uma decisao sobre Hy e
H,

Se a estatistica observada pertencer a regidao de
rejeicao, rejeita-se a hipodtese Hy para o nivel de
significancia prefixado.

Se a estatistica observada ndo pertencer a regidao
de rejeigdo, aceita-se a hipétese H, para o nivel
de sindicancia prefixado. Neste ultimo caso, por
influencia dos argumentos de Fisher, diz-se

atualmente que:

“nao foi possivel encontrar evidencias para rejeitar a

hipdtese nula".

Selecao de modelos de regressao linear multipla e testes estatisticos sugeridos
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Testes de Normalidade dos Residuos

A normalidade dos residuos é um pressuposto importante para inferéncia em modelos de regressao, afetando diretamente a
validade dos testes t e F e dos intervalos de confianca.

© Shapiro-Wilk ® Kolmogorov-Smirnov © Anderson-Darling © Jarque-Bera
Grafico Q-Q Plot Histograma de Residuos
[ Fontos 0-Q oo I Frequéncia [ Curva Normal
4
3 e ® 140
oo ©
L N
2 ) 5 100
e ol g
< 0 ..... S 8o
EE;, A ,...... T an
2 Coaatid 40
....00'0
Se 20
4 0
= = L 0 1 2 4 4.1 -25 0.8 0.8 2.4

Quantis Tedricos

Residuos

Quando a normalidade é violada: Considerar transformacdes (Box-Cox), bootstrapping, ou novas abordagens

Interpretacdo: Pontos alinhados & reta indicam normalidade. Interpretacdo: Distribui¢éo simétrica em forma de sino sugere
Desvios sistematicos sugerem assimetria ou caudas pesadas. normalidade. Assimetrias ou multiplos picos indicam violacdes.
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Testes de Homocedasticidade

Homocedasticidade: Variancia constante dos residuos, essencial para inferéncia valida em regressao linear.

Principais Testes Diagndstico Visual
Teste Descrigéo Hipétese Nula ? Meodelo Adequado (Homocedastico) ([ Modelo Probleméatico (Heterocedasticao)
. . . 15 ®
Verifica se a variancia residual A
Breusch- PR Variancia ®
depende das variaveis ® ®
Pagan independentes constante 10 .. @ ° @
g 0.5 o® o ® ® pe ® °
Versdo mais robusta do BP, menos Variancia = oe?® @ d ® @
Koenker ) . . = ® ® ® ®
sensivel a desvios da normalidade constante ] e ©® ® ® o0 ©
€ o5 'o‘\'o :. ® e o :
Goldfeld- Divide os dados em dois grupos e Raz&o de S P o o "0 e o .. ...
Quandt compara variancias varidncias =1 ) [} LY
15 @
~ L]
Corregoes 2.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Se detectada heterocedasticidade: Valores Ajustados
Transformacao da variavel resposta (log, raiz quadrada) Interpretacdo: Em um modelo adequado, os residuos devem

estar distribuidos aleatoriamente em torno de zero, sem

Minimos quadrados ponderados (WLS) B . - - .
padrdes como "funil", "megafone" ou tendéncias sistematicas.

Erros-padrao robustos (Park ou White)
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Multicolinearidade e VIF

Multicolinearidade: Situagdao em que variaveis independentes sdao altamente correlacionadas entre si, gerando instabilidade nos
coeficientes estimados.

Sintomas: Coeficientes com sinais inesperados; magnitudes irrealistas; erros-padrao inflacionados; testes t ndo significativos, mas F
significativo.
Fator de Inflagao da Variancia (VIF)

Matriz de Correlagao Variavel VIF Interpretagao
X1 (Renda) 1.8 Sem problema
Id Variavel Transf.  \VIF Alias x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

Area Privativa -0,4024 : -0,1217 -0,2480 X2 (Idade) 2.3 Sem problema
Local (Indice Fi.. In(x) 31609 x2  -04024 100313 05073 07473 00516 0,1060 0,8760
Quartos 1/x 45110 3 07763 00313 1 -03554 -0,3277 -0,2523 -0,1821 -0,1713 X3 (Area) 4.7 Moderado
Vagas x 18814 x4  -05260 05073 -03554 106572 02425 10,1243 06777
Padrao X 48078 x5  -06713 07473 -03277 06572 1 02864 00803 09062 X, (Padr&o) 92 Problematico
Idade /% 13597 x6  -0,1217 00516 -02523 02425 0,2864 1 -00786 0,2994
Evento (Oferta... x 11058 x7  -0,2480 01060 -0,1821 0,243 0,803 -0,0786 10,1231 Xe (C . 125 Criti
Valor/m? y y  -04927 08760 -0,1713 06777 09062 02994 0,1231 1 s (Conservagao) ’ ritico

VIF =1/(1-R?), onde R?; é o R2 da regressao da variavel j sobre
todas as outras.

Limites praticos: VIF > 5 (preocupante); VIF > 10 (problematico)

Solugdes: Excluir/combinar variaveis; Padronizacdo; PCA.
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Diagnodstico de Residuos e Pontos Influentes

Identificar observacdes que exercem influéncia desproporcional sobre as estimativas do modelo

Métricas de Diagnostico
Grafico de Distancia de Cook

Residuos studentizados: Padronizam os residuos pela sua o _
variancia estimada. Valores |rse(i)| > 2 indicam potenciais outliers. I Distancia de Cook (Di)

Leverage (hii): Mede a influéncia potencial de cada observagao
nos valores ajustados. Pontos com hii > 2p/n s&o considerados de 0.25

alta alavancagem. S
8 020
@
@
Distancia de Cook (Di): Medida da influéncia global da observacgdo i = 015
nos coeficientes estimados. Valores Di > 4/(n-p) merecem z
investigagao. 0.10
0.05
Acdes recomendadas: Nao excluir observacdes o Em . I [ | . I mEmBE Bl . I mEE BN
automaticamente; verificar coleta de dados e erro de medigao; IR I I I I I I I R g
considerar transformacdes ou modelos alternativos; reportar FF T T T I S TS S

analises com e sem pontos influentes. on _
Servagoes
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Validacao Cruzada

Objetivo: estimar desempenho fora da amostra, evitar overfitting e comparar modelos de forma
confiavel.

k-fold
Hold-out
Divisao simples dos dados: D|V|s'a‘o ISl el fEpjes
Tralne: T0-309 dlos drEles ([))Lljv;g)e dados em k partes (geralmente k=5

Teste: 20-30% restantes

Treina em k-1 partes e testa na restante
Limitagcao: dependéncia da divisao
escolhida

Repete k vezes e calcula média das
métricas

Variantes: Leave-One-Out (LOOCV), estratificado, bootstrap.

Boas praticas:

Pipeline completo para evitar vazamento de informacao

Usar métricas adequadas (RMSE/MAE para regressao)
Estratificar os dados quando necessario

Escolher modelo por CV, mas reportar coeficientes do modelo final treinado em todos os dados

Selecao de modelos de regressao linear multipla e testes estatisticos sugeridos
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Recomendacodes Praticas

Fluxo de trabalho sugerido para analise de regressao:

7

Exploracao e pré-processamento: analise descritiva, correlagcdes, transformacdes e tratamento de dados

Especificacao inicial: identificar possiveis termos e interacdes com base em teoria e visualizagcao

Ajuste e diagnostico completo: verificar linearidade, normalidade, homocedasticidade, independéncia

Tratamento de violagdes: transformacdes, erros-padrao robustos, modelos alternativos (GLM, etc.)

Selec&o de variaveis: critérios objetivos (AIC/BIC/penalizacdo) + validagcéo cruzada

Verificacao de estabilidade: bootstrap para coeficientes, analise de multicolinearidade

Relatdrio final: coeficientes, intervalos de confianca, métricas de desempenho e limitacdes

Observacao: manter variaveis de controle teoricamente importantes mesmo quando nao significativas
estatisticamente. O conhecimento deve complementar a analise quantitativa.

Selecao de modelos de regressao linear multipla e testes estatisticos sugeridos



< COBREAP

> 1
Annaai [N n g - P

CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGENHARIA DE AVALIAGOES E PERICIAS

Obrigado pela atencao!

Eng. Antonio Pelli Neto

0 (31) 3466-1557

AN

pelli@pellisistemas.com.br




	Antonio Pelli Neto
	Slide 1 
	Slide 2 
	Slide 3 
	Slide 4 
	Slide 5 
	Slide 6 
	Slide 7 
	Slide 8 
	Slide 9 
	Slide 10 
	Slide 11 
	Slide 12 
	Slide 13 
	Slide 14 
	Slide 15 
	Slide 16 
	Slide 17 
	Slide 18 
	Slide 19 
	Slide 20 
	Slide 21 
	Slide 22 


