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Nivelando conceitos

Distribuicao de probabilidade




Nivelando conceitos

= Distribuicdo de probabilidade

v Uma distribuicio de probabilidade é uma funcdo matematica que
descreve a probabilidade de ocorréncia de cada possivel resultado (valor
especifico OU intervalo de valores) de uma variavel aleatoria.

SETEMBRO | 2023
SAQ PAULO - SP

IDEFINICAO FORMAL

v’ Seja E um experimento aleatoério e Q o espaco amostral associado ao

experimento. Uma fungao X, que associe a cada resultado w € Q um
numero real X(w) € denominado variavel aleatdria.

X

l

Variavel |

) '. - ' aleatoria | o
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Nivelando conceitos

= Distribuicdo de probabilidade

v Exemplo intuitivo: considere o lancamento de duas moedas:

Entao:

E (experimento aleatorio): lancamento de duas moedas;  Distribuicdo de
Q={(c, c), (c,k), (k, c), (k, k)} probabilidade

X (funcdo): n2 de caras obtidas nas duas moedas x | o | 1] 2|
p(x) | 0,25| 0,5 | 0,25

o
U1
o

Probabilidade

0,25

v'Variavel aleatdria: quantidade que pode assumir 0 1 2
' i 2. Ne d
diferentes valores em um experimento aleatorio.



Nivelando conceitos
= Distribuicdo de probabilidade

v’ As distribuicdes de probabilidade podem ser representadas de duas
formas:

(i) Funcao de probabilidade (f.p): nesse caso, a varidvel aleatoria X é
SETEMBRO | 2023 discreta, e o valores possiveis de X (sua imagem) é finito ou infinito
UL enumeravel. Ex.: distribuicdo uniforme discreta (X~U4(k))

o ) Férmula

K P(X=x) = 1/6, para i=1,2,3,4,5,6.
., a+b
E(X) = kle
: : : : 5 : ? VAR(X) == [Zl 1 X; ——(Zl LX) ]

(b—a+1)?*-1
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Nivelando conceitos
= Distribuicdo de probabilidade

(iif) Funcao densidade de probabilidade (f.d.p): nesse caso, a variavel
aleatoria X é continua, e o valores possiveis de X (sua imagem) é um
intervalo de numeros reais (ndo numeravel). Ex.: distribuicdo normal

SETEMBRO | 2023 |X~N(p, 6%)|
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) A E(X)=u
V(X)) =07

o media
o desvio padrao
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Nivelando conceitos
= Distribuicdo de probabilidade

v' Uma variavel aleatéria é caracterizada ou descrita pela sua
distribuicao de probabilidade que, por sua vez, é descrita pelos seus
parametros populacionais. Por exemplo, a média u e o desvio padrao

SEXE'\Q%%ZQ? o s30 0s parametros populacionais da distribuicio Normal;

v PERGUNTA: como ter uma primeira percepcao acerca da distribuicdo
de probabilidade de uma variavel aleatoria?

HISTOGRAMA

aldode om pericias © avallagoes

IBAPE NACIONAL
\ng e Pericias de Engenharia g




Nivelando conceitos

= Estatistica descritiva — Distribuicdo de frequéncias

Dados agrupados com
intervalos de classes

4 6 8 10 1 13
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Nivelando conceitos

» Estatistica descritiva — Graficos estatisticos

v HISTOGRAMA, POLIGONO DE FREQUENCIA e CURVA DE FREQUENCIA: Podemos
concluir®* que a linha poligonal (contorno do poligono de frequéncia) tende a se

1 1 A1 5 transformar numa curva — a curva de frequéncia -, mostrando de modo mais evidente, a
SETEMBRO | 2023 natureza da distribuicao do conjunto de dados.

SAU PAULO - SP Poligono de frequéncia

] om =\ 7 N\

Curva de Frequéncia

freq. absoluta
4
1

o /
REALIZACAO o
T T T T T T 1 ! ' ! l ! ! !
@p > 4 6 8 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14 16
Qualdode om pe! s idade ldade
IBAPE NACIONAL ATENCAO: Com base no histograma, tém-se as primeiras percepg¢des sobre:
Insmgosras;:re‘;:n e'ia iagoes . . . ~ 6A0
Y e - Distribuicao de probabilidade

- Medidas resumo: posicao / dispersdo / assimetria / curtose




Motivagao

v' Qual o PROBLEMA (DESAFIO) de realizar a avaliacdo de um imdvel
com base em uma amostra de tamanho reduzido?
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Motivagao

v Da teoria estatistica, tem-se que a relacdo entre o tamanho da amostra
(n) e o tamanho da popula¢ao (N) influencia a precisao (erro amostral) das

estimativas dos parametros populacionais.

-I -l 1 5 Figura 01: Relagdao entre o tamanho da amostra(n) x tamanho
A da populag¢ao(N)
SETEMBRO | 2023 ‘
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N
Figura 02: Relagao intuitiva entre o tamanho da amostra e o
erro amostral

TAMANHO DA AMOSTRA

{ R 1BAPE NACIONAL
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e
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ERRO AMOSTRAL




Motivagao
v" Dos fundamentos da teoria econdmica, tem-se que:

O preco do bem pode ser decomposto nos precos de suas k caracteristicas,
representadas por g = (q4,9>, ---, qx), por meio de uma fungao do tipo:

SEXE'\@E%?%? P(q) = P(qq,q,, ..., cﬁLocecionais, Fisicas e econdmicas J
$ COMO explicar o comportamento do
43 i preco (do imével) em funcao de suas

caracteristicas?

aldode om pericias © avallagoes

IBAPE NACIONAL
\ng e Pericias de Engenharia g




Motivacao

= Modelo: representacao simplificada da realidade a partir de
uma expressao matematica.

N

Modelos de
regressao
linear
~—  —

Métodos
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Modelos de
regressao Geoestatistica
espacial

INEEERE
artificial

semi-
parametricos




Motivacao

= Modelo de regressao linear

Var. dependente é expressa por uma combinag¢ao linear nos parametros,
sendo dada por:

Yi =By + BXg+... 4 B Xy +6
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MODELO

Curva de regressao
f (caracteristicas do
imovel)

ATENCAO:
Estimacao dos
parametros
X
NBR 14653-2/3
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Motivacao

= Sobre a estimacdo dos parametros

Nos modelos de regressao linear, usualmente os parametros sao estimados com
base no MQO. Dados os pressupostos do modelo classico de regressao linear,
os estimadores MQO sao BLUE -- Teorema de Gauss-Markov --.

SETEMBRO [ 2023 Estimadores MQO: nao-tendenciosidade, eficiéncia e consisténcia.
SAOPAULO - SP
(i) Linearidade v O Teorema de Gauss-Markov é
(ii) Homocedasticidade notdvel porque ndo faz nenhuma
(iii) Nao-multicolinearidade suposicido sobre a distribuicdo de
(iv) Nao-autocorrelacao probabilidade do termo de erro

(v) Especificacao correta do modelo aleatério.

Mas por que isso pode ser um PROBLEMA em avaliacoes com amostras
de tamanho reduzido?

Em que pese as excelentes propriedades do estimador MQO, a estimativa
pontual é “limitada”... Por que?

pg_yg NACIONAL - - . — .
) [ATENCAO: Adicionalmente, o estimador MQO fornecera estimativas pontuals.}




Motivacao

* |nferéncia Estatistica — Estimacdo de parametros
................. e e Populagdo (u)

Método de
estimacao
SETEMBRO | 2023 Estimativa
i . Populacao
SAO PAULO pontual pulag
- Amostra _
Considere: u = 4 —

Amostra: 2, 5, 11: X
Amostra: 2, 6, 7: X

CONCIRED

aldode om pericias © avallagoes

IBAPE NACIONAL
\ng e Pericias de Engenharia g

INFERENCIA ESTATISTICA

Em que pese as excelentes propriedades do estimador MQO, a NBR 14653 —
provavelmente preocupada com a “limitacdo” da estimativa pontual e confiabilidade
(estatistica) do modelo—exige:




Motivacao

S * Modelode regressao linear
v' NBR 14653-2/3

xxM

EXCELENCIA TECNICA: INDVACAD, NORMAS E CAPACITAGKD

Descrica Grau
scricao
11,15 / T T !
Amplitude do intervalo de confianca de 80 % | R LN o S
SETEMBRO | 2023 em torno da estimativa de tendéncia central S0 % <49% $50%
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Nivel de
significancia a
(somatonio do
valor das duas

caudas) maximo 10 % 20 % 30 %

para a rejeicao da
hipotese nula de
cada regressor
(teste bicaudal)

Nivel de
significancia

ape maximo admitido
P S skdos o petcios  avollog 8 para a rejeicao da 19 2 o 5 9%

hipotese nula do
modelo atraves

8 IBAPE NACIONA s
AP o st nedecor

[Mas por que isso pode ser um PROBLEMA em avaliacdes com amostras}

o

de tamanho reduzido?




Motivagao
? ¥ Qual o PROBLEMA (DESAFIOS) de realizar a avaliagdo de um
\?\/ imovel com base em uma amostra de tamanho reduzido?

1. Tendéncia de aumento do erro amostral |
Popuagao

TAMANHO DA AMOSTRA _..
SETEMBRO | 2023 >
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ERRO AMOSTRAL

2. Para que seja valido o Teorema de Gauss-Markov — estimador MQO
--, as premissas do MRLC precisam ser atendidas;

3. Para atender a NBR 14653 — itens 5/6 do grau de fundamentacao +
grau de precisdao — faz-se necessario que os residuos tenham
distribuicao de probabilidade normal.




Técnicas de reamostragem

v' Alternativa:

: (RE)AMOSTRAGEM
SETEMBRO | 2023
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Construcao de subamostras a
partir de uma amostra
inicial.

JACKNIFE o BOOTSTRAP
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Técnicas de reamostragem

v’ Jacknife e Bootstrap

Funcao de distribuicao empirica

1 1 A 1 5 A fungao de distribuicao empirica atribui probabilidade 1/T a cada
SETEI\/IBRD | 2023 valor amostral y;.
SADPAULD - 5P FUNGAO DE DISTRIBUICAQ EMPIRICA (FDE):
- #{y <y}
Fly] = . =
V=7 INTUICAO

Note que os valores da FDE s@o fixos: (0,1/T.2/T.....T/T). Assim,
a FDE é equivalente a seus pontos de aumento: y(1y < - < y(m) RACIOCINIO
(valores amostrais ordenados).

Uma vez que a FDE atribui probabilidades iguais para os valores
amostrais yy,..., yr, cada y; é aleatoriamente amostrado desses

. valores.
£ @\ 1BAPE NACIONAL 1 ; e
\ .ﬁ . e A o Portanto, a amostra bootstrap € uma amostra aleatoria obtida dos
an

dados originais (amostragem com reposigao).

Fonte: Notas de aula (Prof. Francisco Cribari)




Técnicas de reamostragem

v’ Jacknife e Bootstrap

SETEMBRO | 2023
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v' O termo Jacknife sugere a ideiade ¥ O termo bootstrap sugere a ideia
que na auséncia de uma ferramenta  de que €& possivel emergir de um
melhor (mais especifica), use o  afogamento puxando pelo cadargo do
\'BAPE"“C'U"“L canivete (suico). proprio sapato, ou seja, utilizando-se

do proprio esforco.
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Técnicas de reamostragem
Jacknife

v O método jacknife é um método inferencial baseado em
reamostragem de dados, cuja ideia central é tratar os dados como se
fossem a populacao e amostrar dos dados (de forma deterministica, cada
amostra de tamanho T-1) como se estivéssemos amostrando da
populacao e calcular, para cada amostra artificial, a quantidade de
interesse.

(_Populagdo, &

estatisticas

' +

amostragem Estimado
por 6
—(\hXI,X, ...,Xn_f} — inferéhcia
/ J h
reamostragem / \
/ S~ | 11 vezes

Fonte: Notas de aula (Prof. Camil Rennd)




Técnicas de reamostragem
Jacknife

v O método jacknife foi proposto por Maurice Quenouille (1949) e
posteriormente aprimorado por John Tukey (1956).

SETEMBRO | 2023
SAOPAULO - SP v’ Limitacdo: Podemos ter no maximo T amostras artificiais.

IBAPE NACIUNAL
\




Técnicas de reamostragem
Bootstrap

v O método bootstrap generaliza o método jacknife no sentido
que substitui o mecanismo deterministico de criacdo de

amostras artificiais por um mecanismo aleatério.

SETEMBRO | 2023

UL v Bootstrap é um método inferencial baseado em reamostragem

de dados, cuja ideia central é tratar os dados como se fossem a
populacdo e amostrar dos dados (de forma aleatéria, B vezes)
como se estivéssemos amostrando da populacdao e calcular,
para cada amostra artificial, a quantidade de interesse. Ao
final, usar os B valores da quantidade de interesse para estimar
sua distribuicdo de probabilidade.

) NGO
\




Técnicas de reamostragem
Boofstrap

Método de Bootstrap

Amostras de Bootstrap das Tendeéncias geradas
bootstrap tamanho n pelo Modelo de regressao Inferencia 1C 99%,

Tt e
SETEMBRO | 2023 [fxsaias n
A - . “_ -; -1-___ Exbimativa 1
SA0 PAULO - SP s pspsp At P-4
aa2az22a .
LEEiiE ﬁ sCimativa Fd .
Z.laatazaza i
-1 & ’ 1 : i 1 I
E ﬁ L] a ik a Ll a -.ll.ll:l:il: ‘ ﬁll E=timativa i i i
2 & A2 48248 . . P
- - Media
S RA28A24 - . - -
Ei a Iiiiiia ?; Estimativa 10~ ‘
FEN Ny
10", |saz2zazs
- Amostra original com tamanho n 111111"::5: &
(\ IBAPE NACIONAL L8
; Instituto Brasileiro de Avaliagbes
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Fonte: https://hupdata.com/adocao-lockdown/




Técnicas de reamostragem
Boofstrap

[1] Efron, B. (1979). Bootstrap methods: another look at the jackknife. The Annals of Statistics 7: 1-25.

Bradley Efron

Vencedores do Premio IPS: David Cox (2016), Bradley Efron (2018), Nan
SETEMBRO | 2023 Laird (2020); ver https://www.statprize.org.
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Técnicas de reamostragem
Boofstrap

v Como o processo de reamostragem -- com base no método bootstrap
— pode contribuir com as avaliacoes imobiliarias?

No tratamento dos dados podem ser utilizados, alternativamente e em funcao da qualidade e da quan-

SETEMBRO | 2023
tidade de dados e informacoes disponiveis:

SAQ PAULO - SP
tratamento por fatores: homogeneizacao por fatores e critérios, fundamentados por estudos con-
forme 8.2.1.4.2, e posterior analise estatistica dos resultados homogeneizados.

tratamento cientifico: tratamento de evidéncias empiricas pelo uso de metodologia cientifica que
leve a inducao de modelo validado para o comportamento do mercado.

P
& D
»\ IBAPE NACIONAL
k / Instituto Brasileiro de Avaliagdes
\ |BAPE /f epericias de Engenharia
\\»‘ /—’




Técnicas de reamostragem
Boofstrap

v' Caso pratico:

Com base na pesquisa de mercado abaixo estime o valor de um
apartamento com area privativa de 100 m? e calcule o intervalo de
confianca (com grau de confianca de 80%):

SETEMBRO | 2023

SAOPAULO - SP ,
DADO | AREA CONST (m2) | PRECO TOTAL (R$ mil) |
- 2 / W\
2 80 572 -_:-/ «23 '- 0 a 2G \:»:"
3 90 785 e s>
4 110 764 et s
5 120 1265
6 130 1442 t
v’ Modelo ajustado pelo MMQ: Residuos
IBAPE NACIUNAL
a VI=-581,42 + 14,73*AP X o
VI=892,14 gora vamos calcular o




Técnicas de reamostragem
Bootstrap

v Histograma dos residuos:

w
=

SETEMBRO | 2023
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Density

v’ Frequéncia relativa dos residuos amostrais padronizados nos

intervalos
de[-1;+1],[-1,64;+1,64]e[-1,96; +1,961-R3%: Q2% 100%,
Script: i
shapiro.test (modelo) L E agora: )
\ IBAPE NACIUNAL W = 0.76696, p-value = 0.02904 - /
E agora?

“ J




Técnicas de reamostragem
Boofstrap

v BOOTSTRAP:

NOSSA FERRAMENTA: O ambiente computacional R; ver
https://wuw.r-project.org.

Sglg“éii%ggf 1. Gere 1000 amostras de tamanho 06 (seis) — a partir do conjunto
de dados original;

2. Ajuste o modelo de regressao para cada amostra bootstrap e

registre os coeficientes estimados, bem como a estimativa (média)

do valor do avaliando;

3.Use graficos, como histogramas, para visualizar a distribuicao

dos coeficientes estimados, bem como da estimativa (média) do

valor do avaliando;

4. Calcule os intervalos de confianca para entender a variabilidade

dos coeficientes estimados e da estimativa (média) do valor do

avaliando.

AN
I RN
{8, IBAPE NACIONAL
K Instituto Brasileiro de Avaliagdes
L\ lBAP/Ej ¢ Pericias de Engenharia
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Técnicas de reamostragem
Boofstrap

v BOOTSTRAP: Estimativa (média) do avaliando | Histograma e
Interv. Confianca

@ ‘8 5
6 130 1442 > 120 1265 >
o - ko s
SETEMBRO | 2023 4 110 764 | T 10 TPz 8-
; 5 120 1265 2 o |
SAO PAULO - SP & 1 130 1440 5.1 120 1285 g o
3 90 785 6.1 130 1442 S
5 20 579 5.2 120 1265 2 ]
- - _ _ g [ I I | I I |
—[1,] 850.3937 [390,] 875.1594 400 500 600 700 800 900 1000
[2,] 892.9922 +— [991,] 881.5353
1) sesze0  (aeal) e .
4 5 7 - ! . —
E '% g?i';j: [994,] 957.5167 X 875:03
> 35. = R .
[6,] 815.5183 “o00'] see 121 Intervalo de confianca (80%):
[7,] 845.9412 "997,] 727.8841 . 2
[&,] 897.7570 "998,] 895.7950 [768’68’ 955'9 ]
[9,] 934.3175 "999,] 903.8616

[10,] 937.3536 [1000,] 857.3391

IBAPENA[;I[]NAL Grau de precisao lll
K |BAP/EJ Pulcna deEnqen

E sobre os coeficientes (parametros) do J
modelo?




Técnicas de reamostragem
Bootstrap

v BOOTSTRAP: Intercepto | Histograma e Interv. Confianca

0.0012
I
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Density
0.0006
|

|
]

-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0 1000

Bo = —572,97

Intervalo de confianca (80%):
[-830,72; -300,98]

|BAPE NAClUNAL
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Técnicas de reamostragem
Boofstrap

v BOOTSTRAP: Coef angular | Histograma e Interv. Confianca

0.08
l
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Density

0.04
l

0.00
|

f1=14,48

Intervalo de confianc¢a (80%):

IBAPE NACIUNAL
K [11,26; 17,37]
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Conclusoes

v O método bootstrap é potencialmente vidvel para uso no
contexto das avaliacdes imobilidrias, sobretudo nos casos em que
o nimero de dados é reduzido e a distribuicao de probabilidade é
desconhecida, possibilita-se a estimacdo pontual e por intervalo
de diversos parametros de interesse, além da andlise da
significancia dos respectivos parametros. Ainda:

(i) Calculo do IC para outros parametros, como a moda, mediana ou
percentis;

(i) Realizacdo de inferéncias sem a necessidade de verificacao dos
pressupostos do modelo;

(iii) Realizacdo de estimativas sob a presenca de dados atipicos
(legitimos).
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“Precisamos considerar se as suposicoes
feitas pelo pesquisador sGo apropriadas aos
dados e ao problema. Com demasiada
frequéncia, a pesquisa €é baseada em
suposicoes implicitas sobre o problema e os
dados -- que provavelmente ndo estGo
corretas -- e que produzem estimativas com
base nessas premissas”. (GUJARATI, 2004).

Obrigado!

< lutembergflorencio@yahoo.com.br

(W (81) 98886-1406



EXCELENCIA TECNICA: INOVAGAO, NORMAS E CAPACITACAQ
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